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RÉSUMÉ 




Pour  résoudre  ce  problème,  nous  proposons  des  éléments  finis  basés  sur  l’approche  en 
déformation dans laquelle un degré de liberté de rotation est ajouté. Combinée avec une méthode 
modifiée des modes incompatibles, cette approche fournit une base unifiée pour la construction 








formulations,  generally  do  not  share  the  same  nodal  degrees  of  freedom,  which  complicates 
construction of a compatible model. To resolve this modelling problem, we propose a family of 
finite elements based on the approach in deformation, in which a degree of freedom of rotation is 
added. Along with a modified method of  incompatible modes,  this provides a unified basis  for 
construction  of  various  finite  elements with  the  same  nodal  degrees  of  freedom, witch  can  be 
freely combined. 
Key words:  Finite  elements,  approach  in  deformation,  approach  in  displacement,  membranes 
and solids, plates, shells, rotational degree of freedom, junctions. 
صخلم 
جذامن يف ةدودحملا رصانعلا مظنلل ةدقعم ةيلكيه ، رصانعلا فلتخم بجي اهمادختسا لثم : و ، ةدمعلأا ةيشغلأا 
ةبلصلا رصانعلاو , و حئافصلا وشقلا ر . رصانعلا هذه تئشنأ يتلا ، لل اقفو ةغيص و ، ةيكيسلاكلا لا ماع لكشب يف كرتشت 
سفن تاجرد ةيرحلا دقعلل دادعإ بعصلا نمو ، جذومن قفاوتم . لحل ةلكشملا هذه حرتقن ، رصانع ةدودحم ىلع اساسأ دمتعت 
أدبم يف بيرقتلا يذلاو ،هوشتلا ةفاضإ متي ةيرحلا نم ةجرد عم ليدعت ةقيرط قرط نم لا ريغ لا ،ةقفاوتم رفوي بيرقتلا اذهو 
اساسأ ادحوم ءاشنلإ رصانع ةدودحم يتلا ةفلتخملا اهل سفن تاجرد ةيرحلا يف دقعلا و اهعيمجت نكمي عم ةلوهسب اهضعب 
ضعبلا 
ةيحاتفملا تاملكلا . ةدودحملا رصانعلا , يف بيرقتلا هوشتلا , يف بيرقتلا لاا لاقتن , ةيشغلأا ةبلصلا رصانعلاو , و حئافصلا 
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xy y x  M M M  , ,  Moments de flexion et de torsion 
y x  T T  ,  Forces de cisaillement. 
t  Épaisseur pour les membranes. 
h  Épaisseur pour le plaque en flexion et le coque 
x e  ,  y e  ,  z e  Déformations directes suivant x et y et z respectivement. 
xz yz xy g g g  , ,  Déformations tangentielles. 
xz yz xy g g g  , ,  Contrainte tangentielle. 
z y x s s s  , ,  Contrainte normale suivant les directions x, y et z. 







[ ] X  Matrice des fonctions de base de l’interpolation. 
[ ] N  Matrice des fonctions de formes. 
{ } q  Vecteur de déplacement. 
[ ] A  Matrice des coordonnées. 
[ ] B  Matrice de déformation. 
{ } F  Vecteur des forces. 
[ ] K  Matrice de rigidité. 







L'analyse  des  structures  complexes  pose  pour  l'ingénieur  à  faire  des  hypothèses 
simplificatrices,  en  tentant  parfois  d'analyser  d'un  coup  la  structure  entière,  aussi  complexe 
qu'elle soit, grâce à la méthode des éléments finis (MEF); cette dernière découpe la structure en 
composants élémentaires dont l'ensemble est calculé en une fois. 























équations  de  base  qui  définissent  les  relations  entre  contraintes  et  déformations  dans  le  cas 
bidimensionnel. 
3.  Le  troisième  chapitre  est  consiste  aux  formulations  des  différents  types  des  éléments : 
membranaires, ainsi que des éléments plaques basée sur les deux théories (Kirchhoff ou Mindlin) 
et formulation des éléments coques. 
4. Le quatrième  chapitre  est  consacré  aux  tests  de  validation  numérique des  éléments  finis  de 
types  (membranaire, plaque et coque). En outre,  les  résultats obtenus à partir d'utilisation d'un 
logiciel de calcul  numérique par  la méthode des  éléments  finis. Le Logiciel ABAQUS est  très 
puissant pour résoudre des problèmes statiques à n'importe quelle forme de la structure. 
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1­1 Introduction : 
Les  techniques  de  calcul  des  structures  ont  connu  ces  vingt  dernières  années  un 
développement  considérable,  motivé  par  les  besoins  des  industries  et  soutenu  par  les  progrès 








rigidité,  l'assemblage  et  la  résolution  par  la  méthode  des  déplacements  (publié  par  Turner, 
Clough, Martin et Topp en 1956) [TUR 56]. 
Quant aux basses théoriques générales, alliant l'analyse des structures en barres et poutres 
avec  celle  des  solides,  elles  sont  étudiées  de  1954  à1960  (Argyris, Kelsy)  [ARG 60].certaines 
idées  apparurent  auparavant,  en  particulier  chez  les  mathématiciens  pour  résoudre  divers 
problèmes aux limites par exemple celui de la torsion de Saint­Venant en divisant  la section en 
triangles, mais elles restèrent sans suite. 
L'expression  élément  finie  a  été  inventée  par  clough  en  1960.  Années  60,  la  M.E.F 
s'attaque  à  tous  les  domaines  du  calcul  de  structures.  Des  programmes  on  trouve,  la  M.E.F, 





















mathématique  à  des  composants  disjoints  de  géométrie  simple  appelés  (Éléments  finis ),  le 
comportement de chaque élément est exprimé en terme d’un nombre fini de degrés de liberté, le 
comportement  (réponse)  du  modèle mathématique  est  considéré,  approximativement,  celui  du 
modèle discret obtenu par connexion ou assemblage des éléments. [ZIE 91] 
Figure (1­2) : Maillage du domaine en triangles à trois nœuds
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1­5 Étapes de la méthode des éléments finis 















du domaine peut être quelconque,  les  forces et  les conditions aux  limites peuvent être aussi de 
natures quelconques. 
Le maillage  peut  combiner  autant  de  types  d'éléments  que  l'on  souhaite.  Et  toute  cette 
généralité  est  contenue  dans  un  programme  unique  qu'on  peut  faire  tourner  sur  un  ordinateur 
(sélection du de problème, de la géométrie, du type d'élément, des chargements et des conditions 
aux limites). 
La méthode  des  éléments  finis  réside  dans  le  fait  que  le  modèle  qu'elle  utilise  est  très 
proche de la structure réelle. 
1­7 Classement d'éléments fini 
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1­ 7.1 Les propriétés d'un élément fini 















Le  matériau  de  l'élément  est  défini  par  une  loi  de  comportement  (loi  de  Hooke  isotrope)  ce 
dernier a les mêmes propriétés mécaniques dans toutes les directions (métaux) 
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1­7.1.3 Les forces nodales 




Pour  tout  élément  fini,  on  doit  faire  le  choix  d'une  ou  plusieurs  fonctions  (en  général  le 
champ  des  déplacements),  elles  sont  exprimées  en  fonction  des  valeurs  particulières  qu'elles 

















On  peut  encore  dire  que  si  on  effectue  une  section  sur  un  élément,  les  déplacements 
d’élément à gauche et à droite de cette section doivent être égaux. 
Pour que cette cohésion soit respectée (c.­à­d. pour que les volumes élémentaires ;  auxquels ont 
été  appliquées  les  déformations  ij e  ,  continuent  de  rester  accolés),  il  faut  que  le  champ  de 
déformation  ij e  (M) dérive d’un champ de déplacement ui (M),
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continûment dérivable, tel que  ij e  peut s'écrire : 
i 
i 



















déformation  j i e  (M). 
Réciproquement, si on connaît  le champ des déformations  j i e  (M), peut­on calculer le champ de 
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(1­7) 








Les  conditions  aux  limites  exigent  que  les  conditions  d'équilibre  et  de  compatibilité  en 
chacune des limites de la structure soient satisfaites. 
Exemple : les déplacements d’une extrémité encastrée doivent être nuls.
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1­12 Choix des fonctions de déplacements et conditions de convergence : 
Les  différents  champs  de  déplacement  nécessitent  un  nombre  total  de  constantes 




est en réalité  infini, donc  le minimum réel de  l’énergie ne pourra jamais être atteint quelle que 
soit  la  finesse du maillage. Pour assurer  la convergence de  la  solution  vers  la  solution  exacte, 
certaines conditions doivent être vérifiées. Ces conditions sont les suivantes : 
·  Critère  1 :  représente  les  mouvements  des  modes  rigides  où  la  fonction  de 
déplacement doit être telle qu’il soit impossible qu’un élément se déforme quand les 
déplacements de ses nœuds sont causés par un mouvement de corps rigide. 
·  Critère 2 :  représente l’état de déformation constante dont  la  fonction représentative 
des déplacements doit être telle que, si les déplacements nodaux correspondent à des 
déformations constantes, on obtient effectivement ces déformations constantes. 
·  Critère 3 :  condition de compatibilité où  les  fonctions de déplacements doivent  être 
choisies  de  telle  sorte  que  les  déformations  aux  interfaces  des  éléments  soient 
infinies. 
Les critères 1 et  2  se traduisent par  le  terme élément  complet. Le critère 3 traduit par élément 
compatible, si  les éléments  finis  satisfont  les conditions de complétude et de compatibilité ; de 
tels  éléments  sont  dits  (éléments  conformes),  pour  ce  type  d’élément  la  solution  converge  de 
façon monotone vers la solution exacte. 
Certains éléments ne satisfaisant pas  toutes  les conditions, de  tels éléments  sont dits  (éléments 
non  conformes),  parmi  ses  éléments  certains  d’entre  eux  ne  convergent  pas,  mais  les  autres 
convergent. Comme  il  y a des éléments non conformes qui présentent un taux de convergence 
supérieur à d’autres éléments conformes et qui sont très utilisés en pratique.




déformations  ou  des  contraintes. Ces  interpolations  portent  sur  tout  l'élément  ou  une partie  de 
celui­ci,  à  l'intérieur  ou  à  la  frontière. On peut  créer  divers  types,  dits  « modèles » d'éléments 
finis selon la combinaison choisie comme : 
1­13.1 modèle déplacement 



















Ø  [SAB 83]  La grande  innovation a  l'époque,  c'était  l'introduction  de  la  rotation  (drelin 
rotation) dans  le plan par Sabir et Chow [SAB 83 b] pour  l'analyse du  flambement des 
panneaux plans avec ouverture circulaire et carrés. 
Ø  [SAB 84] Utilisation des mêmes éléments pour l'analyse des voiles avec des ouvertures. 
L’attention  s'est  focalisée  ensuite  sur  le  développement  et  l'amélioration  [SAB 85]  des
Chapitre 1  Généralité sur la M.E . F 
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éléments rectangulaires et triangulaires (SBRIEIR, SBTIEIR), ayant des rotations dans le 
plan  au  niveau  des  nœuds  avec  des  résultats  très  satisfaisants  avec  un  nombre  réduit 
d'éléments. 






Ø  A.I.  Mousa  et  M.H.  El  Naggar  [MOU  07]  ont  développés  un  nouveau  élément  fini 
rectangulaire sphérique basé sur la formulation des coques surbaissées. 
1­15 Avantages du modèle en déformation 






La M.E.F  c’est  une méthode  approchée  de  calcul  numérique permettant  de  déterminer 
l’état d’équilibre d’un milieu continu élastique à deux ou trois dimensions. 
Elle  consiste  à  déterminer  de  manière  approximative  les  déplacements  d’un  certain 
nombre de points du milieu appelés « nœuds ». 
Le Modèle de déformation présente une interpolation directe sur  les déformations permet 
d'avoir  une  meilleure  précision  sur  ces  grandeurs,  sur  les  contraintes  et  sur  les  déplacements 








La théorie d’élasticité permet d’étudier  le comportement des  solides réels sous  l’action 
des forces qui  leur sont appliqués. Pour établissement des lois mathématiques, on doit supposer 
que les solides sont idéal, c'est­à­dire homogènes, isotropes. 
Tous  les  matériaux  solides  possèdent  à  un  certain  degré,  la  propriété  d’être  élastique, 
c’est à dire que si les forces extérieures, provoquant la déformation d’un corps, ne dépassent pas 







Les  composantes  de  sa  matrice  représentative  dans  le  repère  (o,  x,  y,  z) 
sont :  j ij i  n T s =  Ces composantes sont  indiquées schématiquement sur  la figure (2­1).sur chaque 
face,  le  vecteur  contrainte  se  décompose  en  une  contrainte  normale  et  deux  contraintes 

















s t t 
t s t 













T ),  et des  forces de volume ( 
®









0 = + ò ò  ds T dv F 
V  S 
i i 
Ou bien :  0 = + ò ò  ds n dv F 
V  S 
j ij i s 
En utilisant le théorème de l’intégral  0 = ¶ + ò ò  dv dv F 
V  V 
ij j i s 




0 = ¶ +  ij j i F s  (2­3) 
Donc, l’équation fondamentale qui relie les variations spatiales des contraintes dans un corps en 
état d équilibre statique est comme suite : 
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s s s s 




















s s s s 
® ® ® 





Lorsqu’un  corps  est  soumis  à  un  système  de  forces,  en  général  tous  les  points 
appartenant au corps changent de position. Le déplacement d’un point est défini comme étant la 
distance séparant sa position  initiale de sa position  finale. Les composantes de ce déplacement 




a)  Déformation directe : la déformation directe dans une direction donnée est définie comme 
étant  le  rapport  de  la  variation  de  longueur  par  la  longueur,  d’une  fibre  originalement 
orientée  dans  cette  direction.  Trois  composantes  indépendantes  de  déformation  directe 
(normale)  x e  ,  y e  et  z e  sont définies en chaque point. 
b)  Déformation de cisaillements : la déformation de cisaillement est définie comme étant la 
variation  de  l’angle  droit  formé  par  deux  axes.  Elle  est  associée  à  deux  directions 






















dx ac =  ;  ac ac c a  x + = e 
' ' 






































































































- = j  (2­9) 
Ainsi, la déformation de cisaillement sera : 
j a g - = xy  (2­10) 
Le signe négatif est du fait que  l’anglej  est mesuré suivant  le sens des aiguilles d’une montre 
qui représente par définition le sens négatif. 





























































= = g g 
2­5 Relation entre contraintes et déformations [RAH 94] : 
Sous  l’action  d’une  contrainte  normale  uni  axiale,  la  plupart  des  matériaux  ont  un 
comportement bien défini dans le domaine élastique. Ce comportement se traduit par la relation : 
x x  E e s =  (2­14) 















n e e - = =  (2­15) 
Ou n  est appelée coefficient de Poisson. 
La  relation  dans  le  domaine  élastique  entre  les  contraintes  et  les  déformations  pour  un  corps 
soumis  à  un  état  de  contrainte  de  cisaillement  pur  bidimensionnelle  a  été  trouvée 
expérimentalement et elle a la forme suivante : 
y x xy  G 
t g  1 =  (2­16) 
De  même  pour  le  cas  tridimensionnel,  les  deux  autres  composantes  de  déformation  de 
cisaillement seront 
z y yz  G 
t g  1 = 
(2­17) 
z x xz  G 











que :  0 = = = = =  yz zy zx xz z e e e e e 
Figure (2­4) : Cas de l’état plan de déformation 
Dans le cas de matériaux à comportement élastique linéaire, on a de façon générale : 
kl ijkl ij  D e s =  (2­18) 
Avec  ijkl D  composantes du tenseur d’élasticité. 
Dans le cas particulier des matériaux isotrope, les coefficients d’élasticité se réduisent à 
deux constantes  indépendantes  (l et m  E  et n  ) ,  les  relations d’élasticité peuvent  s’écrire 
sous les deux formes suivantes connues sous le nom de la loi de Hooke : 
ij ij yy xx ij me d e e l s  2 ) ( + + =  (2­19) 
Avec  zz yy xx ij kk  tr e e e e e + + = =  ) (  (premier invariant du tenseur des déformations). 
l  et m  coefficients de lamé : 












d s s s n s n e  ) ( 1 + + - + =  (2­21)
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0  zz yy xx zz zz  E 
s s s n s n e + + - + = = 
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Une  structure  plane  et  mince  est  en  état  plan  de  contraintes,  quand  les  charges  sont 
appliquées  dans  son  plan.  L’épaisseur  de  la  structure  est  toujours  très  petite  par  rapport  aux 
autres dimensions et est symétrique de part et d’autre du plan (x, y) ,figure (2­5). 
Figure (2­5) : Cas de l état plan de contrainte 
Ainsi les contraintes  zz s  ,  zx s  ,  zy s  0 =  d’où  0 = =  zy zx e e 
La composante de déformation  zz e  n’est pas nulle, mais dépend des autres composantes. 
D’une part :  ) (  yy xx zz  E 




















































































































































{ } [ ]{ } e s  D =  (2­30) 
2­7 Conclusion 
L'utilisation de  la méthode des éléments  finis pour  l'analyse des problèmes statiques 








Ce  chapitre  présente  les  formulations  des  éléments  finis  basés  sur  l’approche  en 
déplacement  (BR et ACM) et d’autres basés sur  l’approche en déformation (SBTIEIR, SBRIE, 
SBRIEIR). La résolution d’un problème par la méthode des éléments finis entraîne le calcul des 
matrices  de  rigidité  de  tous  les  éléments  de  la  structure  modélisée  puis  l’assemblage  de  la 
matrice de rigidité de toute la structure. 
La  méthode  des  éléments  finis  est  extrêmement  puissante  puisqu’elle  permet 





Les  éléments membranes  sont parmi  les éléments  les plus  simples à  se développer. 
Ces éléments sont employés pour analyser des structures soumises aux forces dans le plan. 
Dans  cette  section,  nous  considérons  la  formulation  des  éléments  finis  membranaires 
rectangulaires et un élément triangulaire pour l’étude d’élasticité plane. Ces éléments basés sur la 






la  figure  (3.1).  L'élément  a  une  longueur  a ;  largeur  b ;  et  épaisseur  constante  t ;  chacun  des 
quatre coins possède deux degrés de  liberté : Les déplacements u et v  respectivement dans  les 
directions  x  et  y.  Les  quatre  coins  s'appellent  habituellement  les  points  nodaux.  Ainsi,  cet 
élément possède huit forces nodales (quatre paires de Fx et Fy ) et huit déplacements nodaux ou 
degrés  de  liberté  nodaux  (quatre  paires  de  u  et  v).  Dans  la  formulation  de  la  matrice  de 
déplacement convenable, habituellement sous la forme polynomiale. 







xy a y a x a a u  4 3 2 1 + + + = 
(3­1) 







































































D’où : { } [ ]{ } e e e  a X u =  (3­3) 
[ ] e X  : Matrice des fonctions de base de l’interpolation. 
{ } e a  : Vecteur des coefficients inconnus des polynômes. 
—  Exprimer  l'état  des  déplacements{ } e u  en  chaque  point  de  l'élément  en  fonction  des 
déplacements nodaux [ ] e q  . Cette étape consiste à remplacer les valeurs des coordonnées nodales 
dans  l'équation (3­3), puis à résoudre en { } e a  , en  introduisant  les coordonnées des nœuds dans 








+ + + = 
+ + + = 
+ + + = 

















+ + + = 
+ + + = 
+ + + = 


















+ + + = 
+ + + = 
(3­6) 
{ } e u [ ]{ } e e  q N =  (3­7) 
{ } e u [ ] [ ] { } e e e  q A X  1 - = 
{ } [ ]{ } e e e  a A q = 
[ ] e N  : L’ensemble des fonctions d’interpolation dites fonction de formes. 
{ } e q  : Est le vecteur de déplacement nodal élémentaire. 
[ ] 1 - e A  : matrice des coordonnées. 
On remarque que tous les termes de la matrice [ ] e A  sont connus puis que ce sont simplement les 








































































































































Chacun d’eux contient huit termes de telle sorte que la matrice de rigidité de l'élément [ ] e K  est 
carrée d'ordre huit : { } [ ] { } e e e  q K F = 
3­2.2.2  Les déformations 
—  Relier  les  déformations { } ) , (  y x e  en  chaque  point  aux  déplacements{ } ) , (  y x u  et  aux 
déplacements  nodaux { } e q  .  Il  est  évident  que  la  relation  entre  les  déformations  et  les 
déplacements en tout point pour un problème d'élasticité plane est  indépendante de la forme de 
l'élément choisi, on a ainsi 
{ } [ ]{ } e q B = e  (3­11) 
Où : 
[ ] B  : Est la matrice reliant les déformations aux variables nodales 
[ ] [ ] [ ] 1 - =  e A C B  (3­12) 

















































4 3 2 1  ) ( + = 
¶ 






8 7 6 5  ) ( + = 
¶ 








8 7 6 5 4 3 2 1  ) ( ) ( + + + = 
¶ 
+ + + ¶ 
+ 
¶ 



































































































donc{ } [ ] { } e a C = e  (3­17) 
3­2.2.3  Les contraintes 
­  Relier  les  contraintes  internes{ } ) , (  y x s  aux  déformations{ } ) , (  y x e  et  aux  déplacements 
nodaux { } e q  . 






Le  principe  exprime  que  pour  tout  déplacement  compatible  avec  les  liaisons,  la  somme  des 
travaux de toutes les forces agissant sur le système est nulle. 
Pour  un  système  élastique,  le  travail  total  comprend  celui  des  forces  extérieures  et  celui  des 
forces  intérieures  au  cours  de  la  déformation  élastique.  Cette  dernière  est  donc  égale  à  la 
variation de potentiel interne. 
0 = +  v w d d  (3­19) 
Avec { } { }dv w 
v 
T s de d ò =  (3­20) 
[ ] { } F q v  T e d d =  (3­21) 
Le travail des efforts internes s’écrit : 
{ } { }dv w 
v 
T s de d ò =  = { }[ ] { }  dv D  T 
v 
de e ò 
Donc { } [ ]{ } e e T e  q K q w d d = 
Avec 













{ }[ ] e e  F q v d d =  (3­23) 
{ } e q d  : Déplacement virtuel. 
Exprimons le principe des travaux virtuels. 
0 = +  v w d d 
{ } [ ]- e e  F q d { }[ ]{ }  0 = e e e  q K q d 
{ } [ ] { } e e e  q K F =  (3­24) 
Après avoir trouvé la matrice de rigidité [ ] e K  pour un élément, on cherchera celle globale. 
{ } [ ] { } q K F  g =  (3­25) 
la matrice de rigidité élémentaire [ ] e K  est donnée par l’équation : 
[ ] [ ] [ ][ ]dxdy B D B t K 
T a  b 






[ ] D  donnée par l'équation (3­32), alors 




- - ò ò =  (3­27) 
Qui pour un élément d'épaisseur constante devient : 
[ ] [ ] [ ] { [ ][ ]} { }[ ] 1 1 - - ò ò =  A dxdy C D C A t K  T T e  (3­28) 
D'où : [ ] [ ] { [ ][ ]} { } ò ò =  dxdy C D C K  T 0  (3­29) 
[ ] [ ] [ ][ ] 1 0 1 - - =  A K A K  T e  (3­30) 
Établir la matrice de rigidité [ ] H  qui relie entre les contraintes et les déplacements. 
D’après l’équation { } [ ][ ][ ] e q B D y x = ) , ( s  on peut déduire la matrice [ ] H  . 

























= =  22 11  d d  ) 1 (  2 n - 
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matrice [ ] H  . de cette façon, on peut déterminer  les contraintes en chacun des quatre nœuds de 


































































































On  annule  les  trois  déformations  ci­dessus  et  on  intègre  les  équations  différentielles 
résultantes, On obtient les expressions suivantes pour les déplacements u et v : 
y a a u R  3 1 - = 
(3­38) 
x a a v R  3 2 + = 
Les  équations  (3­38)  représentent  les  champs  de  déplacement  qui  correspond  aux 
mouvements du corps rigide (MCR) relatifs à l’élément. On remarque que les équations 
(3­38)  contiennent  trois  constantes  2 1  a et a  représentent  les  mouvements  de  translation 
respectivement dans les directions x et y, et la constante  3 a  représente la rotation dans le plan. 
Pour  l’élément  rectangulaire  à  quatre  nœuds  aux  sommets  et  deux degrés  de  liberté  par 
chaque  nœud,  le  champ  de  déplacement  devra  contenir  huit  constantes.  On  utilisé  trois 
constantes pour la représentation des mouvements du corps rigide, et il reste cinq constantes qui 
peuvent être reparties entre les déformations de la manière suivante : 
y a a x  5 4 + = e 




7 8 5 4  5 . 0 5 . 0  y a y a y x a x a u S - + + = 
(3­40) 
2 






7 8 5 4 3 1  5 . 0 5 . 0  y a y a y x a x a y a a u u  S R - + + + - = + 
(3­41) 
2 
5 8 7 6 3 2  5 . 0 5 . 0  x a x a y x a y a x a a v v  S R - + + + + = + 
On note que les déformations sont indépendantes l'une de l'autre, afin qu'aucun couplage 




Il  est  très  utile  de  comparer  quelques  caractéristiques  de  cet  élément  avec  l'élément 
équivalant  basé  sur  le  modèle  déplacement,  soit  l'élément  rectangulaire  bilinéaire  BR  le  plus 
utilisé dont  le nom dérive de sa capacité de représenter des déplacements  linéaires sur  les deux 
cotés du rectangle, ses fonctions de déplacement sont données par : 
xy a y a x a a u  4 3 2 1 + + + = 
(3­42) 
xy a y a x a a v  8 7 6 5 + + + = 




y a a x  4 2 + = e 
x a a x  8 7 + = e  (3­43) 
y a a x a a y x  8 6 4 3 + + + = g 
Ces  déformations  ne  sont  pas  indépendantes,  depuis  qu'elles  sont  couplées  par  les 
constantes a4 et a8. Par conséquent, il est clair que l'élément bilinéaire ne peut pas représenter un 
état de cisaillement indépendant à moins que a4 = a8 =0, ce cas représente les champs  x e  et  y e 
comme  des  constantes,  d’ici  un  état  de  flexion  pure  associé  avec  des  déformations 
directes  x e  et  y e  linéaires et une déformation tangentielle  y x g  , nulle ne peut pas être obtenue avec 
l’élément bilinéaire. 








La matrice de rigidité élémentaire [ ] e k  pour une l’élément rectangulaire (SBRIE) est donné par : 
[ ] [ ] [ ][ ]dxdy B D B t K 
a  b 
T e ò ò = 
0  0 
[ ] [ ] [ ][ ] 1 0 1 - - =  A K A t K  T e  (3­44) 
Alors, [ ] [ ] [ ][ ]dxdy C D C K  T òò = 0  (3­45) 





y a a u R  3 1 - = 
x a a v R  3 2 + =  (3­46) 
3 a z = q 
Pour l’élément rectangulaire à quatre nœuds aux sommets et trois degrés de liberté dans 
chaque  nœud,  deux  translations  et  un  degré  de  rotation  dans  le  plan  (drilling  rotation :  voir 
l’annexe C), le champ de déplacement devra contenir neuf constantes. On utilisé trois constantes 










11 7 6  2 - - + = e  (3­47) 
y a x a y a x a a y x  7 5 10 9 8 + + + + = g 













9 8 7 6 3 2  5 . 0 5 . 0  y x a y x a x a x a y x a y a x a a v - - + + + + + =  (3­48) 
2 2 
12 11 10 9 7 5 3  3 2 5 . 0 5 . 0 5 . 0 5 . 0  y x a xy a y a x a y a x a a - - - + + - = q 
3­2.4.1  Détermination de la matrice de rigidité 
La matrice de rigidité élémentaire [ ] e K  pour une l’élément rectangulaire (SBRIEIR) est donné 
par : 
[ ] [ ] [ ][ ]dxdy B D B t K 
a  b 
T e ò ò = 
0  0 
[ ] [ ] [ ][ ] 1 0 1 - - =  A K A t K  T e  (3­49) 




































Nous  intégrons d'abord  l'équation (3­51) avec  toutes  les déformations  égales  à zéro, de ce  fait 
obtenant : 
y a a u R  3 1 - = 
x a a v R  3 2 + =  (3­52) 
3 a z = q 
Les déformations assumées sont [SAB 85] : 
x a y a a x  7 5 4 + + = e 
y a x a a x  5 7 6 + + = e  (3­53) 




































+ + - = q 
Le champ de déplacements final pour SBTIEIR sera obtenu par combinaison de l’équation 
(3­52) et l’intégrale de l’équation (3­53) : 










a y x a x a + + 
- 
+ + + 










a + + + + 
- 
+  (3­55) 








La matrice de rigidité élémentaire [ ] e K  pour une l’élément rectangulaire (SBTIEIR) est donné 
par : 
[ ] [ ] [ ][ ]dxdy B D B K 
S 
T e òò =  (3­56) 








Les  plaques  sont  des  structures  tridimensionnelles  constituées  d’une  dimension  et 
d’épaisseur, noter 2 h est très  inférieur aux deux autres. L’invariance de l’épaisseur est traduite 
par  0 = zz e  dans un repère local ou la dimension de l’épaisseur est la direction de référence  z et 






) , ( ) 0 , , ( ) , , (  y x z y x u z y x u  x b + = 
) , ( ) 0 , , ( ) , , (  y x z y x v z y x v  y b + =  (3­58) 
) , ( ) 0 , , ( ) , , (  y x w y x w z y x w  z b + = 
On notera  ) 0 , , ( ) 0 , , (  0  y x u y x u =  à la même manière pour les deux déplacements suivants. 
Donc  l’expression (3­58) se transforme : 
) , ( ) , ( ) , , (  0  y x z y x u z y x u  x b + = 
) , ( ) , ( ) , , (  0  y x z y x v z y x v  y b + =  (3­59) 
) , ( ) , , (  0  y x w z y x w = 
0 0  v et u  : Les déplacements de membrane dans les directions x et y. 














































































































































































































































































































































{ } K z f = e  (3­65) 
K : la courbure de flexion 
Il existe aussi des dérivées du u et v par rapport à z ce qui signifie l’existence de 
déformation de cisaillement transverse  xz g  et  yz g  . 















































































































































Figure (3.5) : Efforts élémentaires par unité de longueur 





































[ ] [ ] 














[ ] D  : La matrice d’élasticité contient des termes  ij d  . 


























































































La matrice de rigidité élémentaire [ ] e K  pour une plaque est donnée par : 
[ ] [ ] [ ][ ]dxdy B D B h K 
a  b 
T e ò ò = 
0  0 








L'hypothèse  adoptée  est  celle  de  Kirchhoff  de  contraintes  planes,  les  déformations  dues  aux 
cisaillements transverses sont négligées,  0 = =  zy zx g g  ou  0 = =  Y x  T T  . 
Le champ de déplacements de Kirchhoff s’écrit alors, 
) , ( ) , ( ) , , (  0  y x z y x u z y x u  x b + = 
) , ( ) , ( ) , , (  0  y x z y x v z y x v  y b + =  (3­74) 
) , ( ) , , (  0  y x w z y x w = 
















Élément  rectangulaire  en  flexion  sans  cisaillement  transversal,  dans  le  cas  de  la 













































choisir seulement les 12 termes les plus appropriés pour  ) , (  y x w  en conséquence, nous choisirons 




















+ + + + + 

































- - - - 













La normale  reste droite, mais  non perpendiculaire à  la  surface moyenne  (à cause de  l’effet  du 
cisaillement transverse) dans la configuration déformée Figure (3­7). 
Le champ de déplacements de Reissner­Mindlin s’écrit : 
) , ( ) , ( ) , , (  0  y x z y x u z y x u  x b + = 
) , ( ) , ( ) , , (  0  y x z y x v z y x v  y b + =  (3­80) 
) , ( ) , , (  0  y x w z y x w = 
D’après les hypothèses de Mindlin,  x b  et  y b  sont données par : 
) (  xz x  x 
w 

























































en  revanche  difficiles  à  développer.  Il  a  quatre  types  d’éléments  de  coque :  éléments  plans, 




Une  approche  alternative  pour  modéliser  ces  structures  consiste  a  utiliser  une  série 
d’éléments  plans,qui  sont  plus  simples  et  plus  faciles  pour  l’implantation  dans  un  code 
zienkiewicz  [ZIE  71]  recommande  pour  modéliser  les  surfaces  courbées,une  série  d’éléments 
plans de coque, plutôt que d’utiliser des éléments courbes.il  suggère de combiner des éléments 
membranaires et des éléments flexionnels pour développer ces éléments. Cependant, l’efficacité 
de  l’élément et  la précision des  résultats dépendent en grande partie du  type d’élément  choisi. 
L’élément  de  membrane  possède  les  deux  degrés  de  liberté  (de  translation)  dans  le  plan  et 
l’élément  de  flexion  possède  deux  degrés  de  liberté  de  rotation  et  un  degré  de  liberté  de 




surmonter certaines difficultés  liées à  la différence classique dans la géométrie en présentant  le 











les  phénomènes  de  membrane  et  de  flexion  sont  décuples.  Dans  le  cas  contraire,  il  faut 
développer directement l’élément complet. 








































i i i  w v u  , ,  sont les d.d.l de translation 





de déformation est défini par  le champ de déplacement uniforme dont  les composantes sont  les 
deux translations (u,v). 
On considérant la matrice de rigidité reliant les déplacements plans aux nœuds, on a : 
{ } [ ] { } M e M e M e  U K F =  (3­84) 





























{ } [ ] { } M i M i i M i  U K F = 
Où : [ ] M i i K  ,est  la  sous matrice qui relie  les  forces du nœud (i) aux déplacements de ce même 
nœud, pour tout l’élément, on peut écrire : 
[ ] [ ] [ ] [ ] 
[ ] [ ] [ ] [ ] 
[ ] [ ] [ ] [ ] 

























































































































Où : [ ] [ ] [ ] M M M  K K K  44 12 11  ..... 
De  la même manière, quand on considère  le  comportement  flexionnel, on  aboutit  à  la  relation 
suivante : 
{ } [ ] { } F e F e F e  U K F =  (3­88) 
Par contre, les sous matrices [ ][ ] [ ] F F F  K K K  44 12 11  ...... 
La matrice de l’élément de membrane pour chaque nœud est d’ordre 2´2, et peut être 
représentée par, [ ]  2 2´ M K  . La matrice de rigidité de flexion pour chaque nœud est d’ordre 3´3 et 
est  symbolisée par, [ ]  3 3´ F K  .la matrice de  rigidité pour chaque  nœud de  l’élément de coque est 









la rotation  Z q  ,qui nous donnera une singularité du type 0=0 (1). 
Cette  équation  ne  présente  pas  de  difficulté  particulière  avant  l’assemblage  (bien  que  pour 
certains ordinateurs elle entraine un message d’erreur). Néanmoins dans le cas où les directions 
des axes globaux différents de celles des axes locaux, on aboutit après le changement de repère à 




les  éléments  plaque  sont  bordés  par  des  poutres  raidisseurs.  Les  solutions  envisageables 
surmonter cette difficulté sont les suivantes : 




0 = i Z Z K q q  (3­89) 
Après transformation, cela mène à  un système d’équation sans problèmes dont on tire tous les 
déplacements, y compris un  Zi q  de la manière habituelle. Comme ce  Zi q  na pas d’influence sur les 





du  type  envisagé,  on  les  considérons  comme  un  degré  de  liberté  supplémentaire  en  analyse 
plane. 
Dans tous les tests numériques a sont pris par défaut  6 10 - = a  [COO91] [MAC88] trouvent que 
cette  valeur  est  convenable  pour  la  plupart  des  problèmes  à  l’exception  des  problèmes  non 
linéaires de coque ou des valeurs plus grandes sont requises. 
Dans notre cas on a simplement introduit des coefficients de rigidité en rotation fictifs pour les 
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doit  être  suffisamment  petite  pour  limiter  l’influence  des  rigidités  fictives  sur  la  suffisamment 
grande pour éviter les singularités possibles. 




Ces  types  d’éléments  présentent  des  inclinaisons  les  uns  par  rapport  aux  autres.  Avant 







La  méthode  des  éléments  finis  permet  actuellement  la  résolution  des  problèmes 
d’élasticité à 3 dimensions qui n’était pas envisageable auparavant. Cependant, la résolution des 
problèmes tridimensionnels plus que les autres types de problèmes est complexe et coûteuse. 






Élément brique construit trois composantes de déplacement  ) , , (  w v u  , translation suivant les axes 
z y x  , ,  respectivement. 
Le champ de déplacement donné comme suit : 
xyz a zx a yz a xy a z a y a x a a u  8 7 6 5 4 3 2 1 + + + + + + + = 
xyz a zx a yz a xy a z a y a x a a v  16 15 14 13 12 11 10 9 + + + + + + + =  (3­91) 
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[ ] [ ] [ ][ ]dv B D B K  T e òòò = 
[ ] [ ] [ ][ ] 1 0 - - =  A K A K  T e  (3­96) 








On  remarque  dans  le  cas  des  plaques  ou  coques  raidies  voir  figure  (3­12),  que  la 
compatibilité des déplacements n’est pas toujours à assurer, par exemple entre la flèche (v) de la 
poutre  et  le  déplacement  de  la  membrane  correspondant  de  la  plaque,  en  plus  dans  le  cas  de 
suppression  des  rotations  zi q  de  la  plaque,  il  n’y  a  aucune  transmission  du  moment  Tz  de  la 
poutre à la plaque. 







On  a  présenté  dans  ce  chapitre  les  étapes  nécessaires  à  l'obtention  de  la  matrice  de 
rigidité élémentaire.  La résolution d'un problème par la méthode des  éléments finis entraîne le 
calcul de la matrice de rigidité de toute la structure. 
Dans  cette  méthode,  les  quantités  inconnues  sont  les  déplacements  et  l’objet  de  la 
résolution est la détermination des déplacements nodaux. Une fois que ceux­ci sont calculés, on 
















[ ] e K  et { } e F 




{ } [ ] { } q K F  g = 
Évaluer les contraintes 






ü  Les éléments basés sur  le champ de déformation vérifient  les équations de compatibilité 
et la représentation exacte du mouvement du corps rigide. 
ü  L'utilisation des éléments intégrés dans le code ABAQUS ( les éléments avec intégration 
réduite,  les  éléments  avec  et  sans  les  modes  incompatibles),  permet  de  faire  la 








validation,  nous  allons  utiliser  deux  types  de  logiciels  de  calcul  par  la  méthode  des  éléments 
finis.  Le  premier  logiciel  c’est  le  programme  de  fortran  qui  est  utilisé  pour  résoudre  des 
problèmes  soumis  à  des  charges  statiques  réparties  ou  concentrées.  Le  deuxième  logiciel 
numérique  l’ABAQUS  qui  est  considéré  comme  du  logiciel  de  calcul  par  éléments  finis  très 




















































Les  résultats  des  déplacements  verticaux  à  l’extrémité  des  déférentes  densités  de 



































Tableau (4.1) : Flèche verticale au  point C 
La  figure  (4­3) représente  les déplacements verticaux du point C sous  forme graphique. 
Nous  constatons  que  les  deux  éléments  BR,  CPS4­c  se  comportent  de  manière  similaire.  Ils 
convergent  bien  vers  la  solution  analytique.  Pour  les  autres  éléments  (CPS4­inc,  SBRIE  et 



































Tableau (4.2) : Contraintes longitudinales  xx s  au point B.
Chapitre 4  Validation numérique 
56 





































Tableau (4.3) : Déplacement vertical normalisé au  point C d'une poutre courte d'Alman. 
Élément  rectangulaire  bilinéaire  basé  à  champ déformation SBRIEIR    converge  dans  le  cas  le 
maillage régulier. 
Dans  le  cas  du  maillage  régulier  et  distordu  (figure  4.9),  les  résultats  obtenus  par  ABAQUS 






La  figure  (4­5) montre un exemple du  type de problème que  l’on peut  résoudre en 
utilisant  des  éléments  rectangulaires  et  triangulaires,  c’est  une  poutre  épaisse  en  appui  simple 
chargée  uniformément.  On  utilise  trois  densités  de  maillage  comprenant  chacun  16,  32  et  64 
éléments.  Les  résultats  obtenus  sont  comparés  à  la  solution  exacte  obtenue  par  la  théorie 
classique de l’élasticité plane voir les tableaux (4­4) et (4­5). 
Les données de géométrie, chargement et de matériau pour ce cas test sont : 
Module d’élasticité  2 / 13400  mm N E =  ,  Cœfficient de Poisson  3 , 0 = n 
Pression uniforme  N P  1 =  épaisseur  mm t  1 =  . 
Figure (4.5) : Problème de contraintes planes 









































































nœuds sans degré de  liberté de rotation (avec  le champ  linéaire)   gère un verrouillage même si 
ces éléments vérifient le patch­test. 






































































L’élément  fini  de  plaque  et  solide  est  de  géométrie  simple  avec  les  trois  degrés  de 




Le  problème  à  considérer  est  celui  de  la  plaque  soumise  à  une  charge  concentrée  au 
point C à l'extrémité libre comme montré dans figure (4­9). Plusieurs rapports de longueur (L) à 
l’épaisseur (h) sont pris (L/h=1­100). À une largeur b=1 et de la longueur L=10. Les propriétés 
du matériau sont données par :  6 10 2 , 1 ´ = E  et le coefficient de Poisson  0 = n  . L'extrémité libre 
de la plaque est soumise à une charge  1 , 0 = P  au point C. Le déplacement vertical à L'extrémité 





































­  Les  éléments  d'abaqus  (S3,  S4  et  S4R)  et  l'élément  SBRP,  donnent  de  bons  résultats  aux 
plaques épaisses et minces contrairement pour l'élément R4, qui se comporte très mal dans le cas 
des plaques mince (phénomène de cisaillement transverse). 
Élément plaque, S4 (maillage  10 1´  )  Élément solide, C3D8I (maillage  10 1 1 ´ ´  ) 
Figure (4.10) : Flèche verticale w  au point C des éléments ABAQUS. 
Note : 
R4:  Élément  à  4  nœuds  rectangulaires  basés  à  champ  déplacement  (théorie  de 
Mindlin). 
C3D8I : Élément brique à 8 nœuds avec modes incompatibles. 
STRI3 :  Élément  triangulaire  à  3  nœuds  pour  la  plaque  mince  (théorie  de 
Kirchhoff). 




















S3  STRI3  S4  S4R  C3D8I 
1  3,33×10 ­7  5,3×10 ­7  5,3×10 ­7  5,3×10 ­7  5,32×10 ­7  3,33×10 ­7  5,32×10 ­7  5,32×10 ­7  1,22×10 ­6  5, 33×10 ­7 
2  2,66 ×10 ­6  3,0×10 ­6  3,1×10 ­6  3,1×10 ­6  3,06×10 ­6  2,66×10 ­6  3,06×10 ­6  3,06×10 ­6  3,35×10 ­6  3, 06×10 ­6 
3  9,0 ×10 ­6  9,2 ×10 ­6  9,6 ×10 ­6  9,6 ×10 ­6  9,58×10 ­6  9,0×10 ­6  9,57×10 ­6  9,57×10 ­6  9,7×10 ­6  9, 6×10 ­6 
4  2,13 ×10 ­5  2,1 ×10 ­5  2,2×10 ­5  2,2×10 ­5  2,2×10 ­5  2,13×10 ­5  2,2×10 ­5  2,2×10 ­5  2,21×10 ­5  2, 21×10 ­5 
5  4,16 ×10 ­5  3,9 ×10 ­5  4,3 ×10 ­5  4,3 ×10 ­5  4,25×10 ­5  4,16×10 ­5  4,25×10 ­5  4,25×10 ­5  4,25×10 ­5  4, 26×10 ­5 
10  3,33×10 ­4  2,4 ×10 ­4  3,3×10 ­4  3,3×10 ­4  3,34×10 ­4  3,33×10 ­4  3,34×10 ­4  3,34×10 ­4  3,34×10 ­4  3, 35×10 ­4 
100  0,33333  0,00783  0,33254  0,33254  0,33221  0,33303  0,33213  0,33213  0,33210  0,333350 
* : présente étude 















Figure (4.12) : Convergence de la flèche maximale  ) 1 (w  , charge uniforme 
(L=10, h=0,4, E=3600, v=0,3, q=0,9). 





Figure (4.14) : Convergence de la flèche maximale  ) 1 (w  , charge concentrée 
(L=10, h=0,4, E=3600, v=0,3, P=100). 
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C W  suivant la direction  z et  D V  suivant  la direction  x en fonction du nombre des éléments 
utilisé, les résultats montrent la bonne convergée vers la solution exacte [BAT 92]. 












WC  VD  S4R5  S4R  S3  S4  STRI3  C3D8I 





















































L'exemple  est  constitué  par  une  coque  cylindrique  à  bord  libre,  pincé  par  deux  forces 
diamétralement opposées.la géométrie, le maillage et les conditions aux limites pour le huitième du 
cylindre sont présentés sur la figure (4­18). Ce test a été effectué en premier lieu avec une épaisseur 













S4R5  S3  S4  STRI3 
1 ére cas  2 éme cas  1 ére cas  2 éme cas  1 ére cas  2 éme cas  1 ére cas  2 éme cas  1 ére cas  2 éme cas 
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q q 
q q 












































Rayon  de  l’hémisphère  est  de  10  m  est  son  épaisseur  0.04  m  (R/h  =250).  Les  caractéristiques 
mécaniques et les conditions aux limites utilisées sont présentées sur le tableau (4­13). 
Dans cet exemple, l’hémisphère subit d’importantes rotations de corps rigide autour de normale à la 
surface moyenne.  Il  subit  également  des  déformations  de  flexion  inextensibles  en membrane. Ce 















= = = = 







= = = 









Élément Coque, STRI3 (maillage  16 16´  )  Élément Coque, S4R5 (maillage  16 16´  ) 
Figure (4.25) : Coque hémisphère pincé. Convergence UA des éléments ABAQUS. 
ü  Les  résultats  prouvent  que  les  éléments  S4R,  S4,  S4R5  et  STRI3  donnent  de  très  bons 
résultats mêmes pour faible nombre d'éléments. 
































Les propriétés et la géométrie suivante :  1 , 1 , 12 22 , 0 , 10 29  6 = = = ´ =  b L Pa E n 
Figure (4.30) : Coque hélicoïdale. 





Les  résultats  obtenus  pour  h=0,32  sont  rapportés  dans  le  tableau  en  considérant  les  maillages : 









(maillage  12 2 2 ´ ´  )  (maillage  12 2´  ) 
UA  VA  WA  UA  VA  WA  UA  VA  WA 




















ü  Les  éléments  Abaqus  (S3,  S4  et  S4R)  donnent  de  bons  résultats  aux  plaques  épaisses  et 
minces. 
3­Validation numérique des éléments coques (3D). 







Pour  évaluer  l’efficacité  des  éléments  finis  basés  sur  l'approche  en  déformation,  une 
série  d’applications  et  confrontation  avec  Logiciel  ABAQUS.  Nous  nous  proposons  dans  ce 



















82 , 522 9342 , 7 : 3 , 0 , 10 2 :  6 = = = ´ =  I A colonnes et E paroi n 
Figure (5.1): Paroi sur deux colonnes. 











































( ) ( ) 




































La  figure  (5­6)  montre  le  refend  avec  un  fils  vertical  de  six  ouvertures  avec  une 
dimension  des  linteaux  de  1  ft  et  3ft  de  hauteur.  Ce  dernier  est  soumis  à  une  charge  latérale 




















Une différence  acceptable  est  constatée  dans  l'allure  du  déplacement  de  translation 
(voir  figures  ci  ­  dessus)  pour  les  deux  approches.  Il  reste  à  noter  que  l'approche  Poutre  ­ 









































































montré dans la figure (5.16), les bas coins sont fixés (u = v = w = 0) et les coins élevés (w = 0). 
La coque est (12,195 m × 12,195 m) dans le plan, avec 2c =2,44 m, et 76 mm d'épaisseur. 
La section transversale d’une poutre sont 305 mm 305 mm. 
Le paraboloïde hyperbolique est  soumis à une charge verticale q  uniformément  (poids 
propre) 3,23 kn/m 2 et une charge 2,62 kN/m sur le raidisseur. 






























Figure (5.17) : PH, flèche normale w le long d'une poutre A B 
(Éléments ABAQUS). 
La figure (5.18) montre la variation de la flèche normale le long d'une poutre. 
Pour  analysée  la  structure  utilisée  l’élément  fini  de  coque  triangle  basée  sur  le  champ  de 
déformation et des éléments finis Abaqus (coque S4, S4R, S4R5) et une poutre (Abaqus, B33). 




































152,5mm × 152,5mm,  228,5mm × 228,5mm, 381mm × 381mm et 305mm × 305mm. 
La  figure  (5.19)  montre  l'influence  du  raidisseur  sur  le  comportement  d’un  paraboloïde 
hyperbolique. 
A                                                  B 
Figure (5.19) : L'effet du raidisseur sur la flèche. 












L'approche géométrique par  facettes planes est  employée pour  les éléments coques du 







Nous constatons que  l'élément  quadratique à 4  nœuds  (S4 du  logiciel Abaqus)  et  l'assemblage 
d'un  élément  coque  avec  un  élément  poutre  (S4+B33  du  logiciel  Abaqus)  ont  des  résultats 
similaires est meilleure. 
L'assemblage d'une poutre avec un élément coque (S4R5) est incompatible au niveau des degrés 






Le présent  travail est réalisé dans  le cadre général des  études bibliographiques, et  de  la 







—  L'accouplement  des  éléments  de  membrane  et  de  poutre,  le  problème  sont 
généralement traités par l’ajout d’un DDL de rotation. 
— L’élément à champ de déformation converge rapidement vers  la  solution exacte 
avec  un  nombre  réduit  des  éléments  finis,  par  contre  les  éléments  basés  sur  le  champ  de 
déplacement exigent un nombre important d’éléments finis. 
—  L’élément  à  champ  de  déformation  et  quadrilatère  avec  le  mode  incompatible, 
ABAQUS  (CPS4­inc)  sont  plus  performent  pour  le  problème  d'élasticité  plane  comparable  avec 
l’élément compatible, ABAQUS CPS4. 
—  Les  modes  incompatibles  représentent  une  meilleure  résolution  du  problème  au 
phénomène de verrouillage dans le cas de cisaillement ou flexion. 
—  Pour  le  problème  (poutre  console  élancée  de  Mac  Neal),  on  a  constaté  que 










—  Pour  le  problème  (paraboloïde  hyperbolique),  nous  constatons  que  les  deux 
éléments [HAZ 85] et (S4+B33) ont des résultats similaires. 
En  enfin,  nous  estimons  que  cette  étude  permet  d’augurer  favorablement  sur  les 




















Application  Linéaire  et  non  Linéaire  ”,  Thèse  de  Doctorat,  Université  de  Maintouri 
Constantine, février 2000. 
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La  plupart  des    entreprises  utilisent  un  assortiment  de  ces  logiciels  qui  sont  plus  ou  moins 
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Le degré de liberté de rotation (  Z q  ), peut être physiquement interprété comme l’angle formé 





















D­1 Les matrices [ ] [ ] C A ;  et{ } 0 K  pour les deux éléments (SBRIE, SBRIEIR) : 
Les éléments membranaires à champ déformation (SBRIE, SBRIEIR) 
Dans cette annexe les matrices [ ] [ ] [ ] 0 ,  K et C A  d’élément SBRIE.
ANNEXE 
111 
Dans cette annexe les matrices [ ] [ ] [ ] 0 ,  K et C A  d’élément SBRIEIR. 
H44  = d(1,1)×a×b ,  H4 6  = d(1,2)×a×b 
H4 11 = (1/12)×a×b×(d(1,1)×b 
2 ­d(1,2)×a 2 ) , H5 5  = (1/12)×a×b×(d(1,1)×b 
2 +d(3,3)×a 2 ) 
H5 9  = (1/12)×d(3,3)×a 
3 ×b,  H6 6  = d(2,2)×a×b 
H6 11 = (1/12)×a×b×(d(2,1)×b 
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un repère local par la matrice [ ] L  définie comme suit : 
[ ]  i i  U L U = '  (F.1) 
[ ]  i i  F L F = '  (F.2) 
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